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Lahendamisaega on 4 tundi 30 minutit.
Kiisimusi v&ib esitada esimese 30 minuti jooksul.
Ainult kirjutus- ja joonestusvahendid on lubatud.

Ulesanne 1. Olgu a nullist erinev reaalarv. Leia kdik funktsioonid f : R — R, mis rahuldavad vorrandit
zf(x+y)=(z+ay)f(z) +zf(y)
koigi x,y € R korral.

Ulesanne 2. Olgu Rt koigi positiivsete reaalarvude hulk. Leia koik funktsioonid f : Rt — RT, mis
rahuldavad vorrandit
fo) , S® 1

l+a+ca 1+b+ab l1+c+be
koigi a,b,c € RT korral, mis rahuldavad tingimust abc = 1.

Ulesanne 3. Tahvlile on kirjutatud positiivsed reaalarvud aj, as, . .., as02. Kéik seisneb kahe arvu
2 2
. o . N z* + 6y + . . . N
ja y valimises, nende kustutamises tahvlilt ning arvu T oAbyt y kirjutamises tahvlile. Parast 2023

r+y
kidiku jaab tahvlile ainult tiks arv c. Toesta, et

c<2024(a1+a2+...+a2024).

Ulesanne 4. Leia suurim reaalarv «, mille korral koik mittenegatiivsed reaalarvud z, v ja z rahuldavad
jargmist vorratust:

(z+y+2)° +a @2+ v’z +2%) > a2y + v’z + 2%x) .

Ulesanne 5. Leia koik positiivsed reaalarvud A, mille korral iga positiivsetest reaalarvudest koosnev
jada ai, a9, ..., mis rahuldab tingimust

airt+ax+...+tay

a =\
n—+1 n
igan > 20242024 korral, on tokestatud.
Mdrkus: Positiivsete reaalarvude jada aj,ag, ... on tokestatud, kui leidub reaalarv M, nii et a; < M

igat=1,2,... korral.

Ulesanne 6. Labiirint on siisteem, mis koosneb 2024 koopast ja 2023 mitteldikuvast (kahesuunalisest)
koridorist, millest igaiiks ihendab tépselt kahte koobast, nii et iga koopapaar on omavahel ithendatud
mingi koridoride jarjestuse kaudu. Esialgu asub Erik koridoris, mis {ihendab mingit kahte koobast.
Uhe kiigu jooksul saab ta kondida libi iihe koopa teise koridori, mis iihendab seda koobast mingi
kolmanda koopaga. Seejéirel kaob aga maagiliselt koridor, kus ta dsja viibis, ja selle asemele ilmub uus
koridor, mis iithendab tema uue koridori 16ppu ja vana koridori algust (st, kui Erik viibis koridoris,
mis ihendas koopaid a ja b, ning kondis 1abi koopa b koridori, mis ithendab koopaid b ja ¢, siis kaob
koridor koobaste a ja b vahel ning ilmub uus koridor koobaste a ja ¢ vahel).

Kuna Erikule meeldib labiirinte kujundada ja tal on jargmise jaoks kindel paigutus mottes, siis soovib
ta teada, kas ta saab labiirindi paigutuse nende kiikude abil soovituks muuta. Tdesta, et see on
toepoolest voimalik, soltumata esialgsest paigutusest ja tema algsest positsioonist.



Ulesanne 7. Ruudustikul méotmetega 45 x 45 on eemaldatud keskmine ithikruut. Milliste positiivsete
tdisarvude n korral on voimalik iilejadnud ala jagada 1 X n ja n x 1 ristkilikuteks?

Ulesanne 8. Olgu a, b, n positiivsed téisarvud nii, et a + b < n?. Andres ja Birgit méngivad méngu
(algselt varvimata) n x n ruudustikul jargmiselt:
e Kboigepealt varvib Andres a ruutu roheliseks.
o Secjérel virvib Birgit b teist (st varvimata) ruutu siniseks.

Andres voidab, kui ta leiab siniste ruutudeta tee, mis algab vasakult alumisest ruudust ja lo6ppeb
paremas iilemises ruudus (kus tee on jarjestikuste ruutude jada, kus igal kahel jarjestikusel ruudul on
tihine kiilg), vastasel juhul voidab Birgit. Leia, soltuvalt a, b ja n vidrtustest, kummal méngijal leidub
voitev strateegia.

Ulesanne 9. Olgu S 16plik hulk. Positiivse tdisarvu n korral nimetame funktsiooni f: S — S n-ndaks
astmeks, kui leidub selline funktsioon g: S — S, et

flx)=g(g(...g(z)...))

g rakendatud n korda

iga x € S korral.

Eeldame, et funktsioon f: S — S on n-s aste iga positiivse téisarvu n korral. Kas sellest jareldub, et

f(f(z)) = f(z) iga x € S korral?

Ulesanne 10. Konn asub iihikruudul 16pmatus ruudustikus, mis on orienteeritud pohiilmakaarte jirgi.
Konn teeb kiike, mis koosnevad kas iithe voi kahe ruudu pikkusest hiippest suunas, kuhu ta vaatab,
ning seejarel pooramisest vastavalt jargmistele reeglitele:

1) kui konn hiippas ithe ruudu voérra, péorab ta seejirel 90° paremale;
2) kui konn hiippas kahe ruudu vorra, poorab ta seejirel 90° vasakule.

Kas on voimalik, et konn jouab tépselt 2024 ruudu kaugusele pohja suunas algsest ruudust pérast
mingit 1oplikku arvu kéike, kui ta algselt vaatab:

a) pohja suunas;

b) ida suunas?

Ulesanne 11. Olgu ABC D kaélnelinurk, kus AC' ja BD on risti, ja olgu O selle iimberringjoone kesk-
punkt. Punktid X ja Y asuvad kolmnurga BOD iimberringjoonel, nii et ZAXO = ZCYO = 90°.
Olgu M 16igu AC keskpunkt. Téesta, et BD puutub kolmnurga M XY timberringjoont.

Ulesanne 12. Olgu ABC teravnurkne kolmnurk, mis rahuldab tingimust |AB| < |AC/, ja olgu w selle
imberringjoon. Olgu M punkti A sisaldava w kaare BC keskpunkt ja olgu X # M teine punkt
ringjoonel w, mille korral |[AX| = |AM|. Punktid F ja F valitakse vastavalt kolmnurga ABC' kiilgedel
AC ja AB nii, et |[EX| = |EC| ja |[FX| = |FB|. Toesta, et |AE| = |AF|.

Ulesanne 13. Olgu ABC teravnurkne kolmnurk, mille korgused 1dikuvad punktis H. Olgu D selline
punkt kolmnurga ABC iimberringjoonest viljaspool, et LZABD = ZDCA. Sirge AB peegeldus iile
sirge BD l6ikab sirget C'D punktis X. Sirge AC peegeldus iile sirge C'D Idikab sirget BD punktis Y.
Sirgetega AC' ja AB ristuvad sirged, mis ldbivad vastavalt punkte X ja Y, 16ikuvad punktis P. Toesta,
et punktid D, P ja H asuvad iihel sirgel.

Ulesanne 14. Olgu ABC teravnurkne kolmnurk ja olgu w selle iimberringjoon. Kolmnurga ABC' kér-
gused AD, BE ja CF loikuvad punktis H. Punkt K valitakse sirgel EF nii, et KH || BC. Toesta, et
punkti H peegeldus iile sirge KD asub ringjoonel w.



Ulesanne 15. Tasandil on antud N > 3 punktiga hulk, nii et iikski kolm punkti ei asu samal sirgel.
Utleme, et selle hulga kolm punkti A, B, C' moodustavad Balti kolmnurga, kui iikski teine punkt antud
hulgast ei asu kolmnurga ABC' iimberringjoonel. On teada, et leidub vihemalt iiks Balti kolmnurk.

N
Niita, et leidub vihemalt 5 Balti kolmnurka.

Ulesanne 16. Leia koik positiivsed kordarvud n, mille iga positiivse jagaja d jaoks leiduvad tdisarvud
k>0jam>2 niietd=k"+1.

Ulesanne 17. Kas leidub 16pmatu palju positiivsete tiisarvude nelikuid (a,b, ¢, d), mille korral arv
a® + ¥ — ¢ — g% on algarvja2 <d<c<b<a< 20249

Ulesanne 18. Lopmatu positiivsete tiisarvude jada ag, ag, . .. on selline, et a, > 2 ja ano jagab arvu
Gn+1 + ayn iga n > 1 korral. Toesta, et leidub algarv, mis jagab lopmatu palju selle jada liikmeid.

Ulesanne 19. Kas leidub positiivne téisarv N, mis jagub vihemalt 2024 erineva algarvuga ja mille
positiivsed jagajad 1 =d; < dy < ... <dp = N on sellised, et arv

on taisarv?
Ulesanne 20. Positiivsed téisarvud a, b ja ¢ rahuldavad vorrandisiisteemi
(ab—1)? = c(a® +b*) + ab+ 1,
a?+b> =c%+ab.

a) Toesta, et ¢+ 1 on téisruut.

b) Leia koik sellised kolmikud (a, b, ¢).



