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16. névember 2024, Tartu, Eistlandi Version: lcelandic

Timamork: 41/2 klukkustund.
Spurningar eru leyfdar fyrstu 30 minGturnar.
Einungis skriffaeri og teikniahold eru leyfo.

Daemi 1. Latum «a # 0 vera rauntolu. Finnio 61l 61l f : R — R pannig ad
of(z+y) = (z+ay)f(z) +zf(y)
fyrir 6ll z,y € R.

Daemi 2. Latum R, vera mengi jakveedu rauntalnanna. Finnid oll f6ll f : Ry — R, pannig ad

f(a) f(b) flop
l+a+ca 1+b4+ab 14+c+bec

fyrir 6ll a,b, c € Ry bar sem abc = 1.

Dazemi 3. Jakvaedar rauntolur aq, as, .. ., asgeq eru skrifadar 4 tofluna. I hverri umferd eru tveer tolur x
22 + 6xy + y?

r+y

og y valdar & toflunni, paer strokadar 1t og i stad peirra er talan skrifud 4 tofluna. Eftir

2023 umferodir er adeins ein tala c eftir 4 toflunni. Sannid ad

c<2024(a1+a2+...+a2024).

Daemi 4. Finnio steerstu rauntéluna o pannig ad 6éjafnan
(z+y+2)° +a (22 + v’z + 2%y) > a(2y + v’z + 2%x) .
gildi fyrir allar rauntélur z,y, z > 0.

Daemi 5. Finnio allar jakvaedar rauntolur A pannig ad allar runur ag,ae, ... af jAkvedum rauntolum,

sem fullnaegja
airt+ax+...+tay

n

ap+1 = A

fyrir 611 n > 20242024 séu takmarkadar.

Athugasemd: Runa ai,asg, ... af jAkveedum rauntolum er takmdérkud ef til er rauntala M bannig ad
a; < M fyriroll ¢ =1,2,...

Dami 6. Vilundarhis er kerfi af 2024 hellum og 2023 (tvistefndum) géngum sem skerast ekki. Auk
bess parf hver gangur ad tengja saman nakveemlega tvo hella og milli sérhverja tveggja hella parf ad
vera til runa af géngum sem tengja pa. I upphafi stendur Eirikur 4 gangi sem tengir saman einhverja
tvo hella. T hverri adgerd getur hann gengid i gegnum helli yfir 4 annan gang sem tengir hann vid
pridja helli. Vid pad ba lokast gangurinn sem hann var &, fyrir tilstilli galdra, og { stad hans opnast
gangur 4 milli fyrsta og bridja hellisins (p.e. ef Eirikur var 4 ganginum & milli hella a og b, og fer 4
ganginn milli hella b og ¢, pa lokast gangurinn & milli a og b, og i stad hans opnast gangur 4 milli a
og c.)

Par sem Eiriki finnst gaman a0 hanna voélundarhas, pa veltir hann pvi fyrir sér hvort hann geti breytt
nuverandi voldunarhtsi i pa4 hénnun sem hann hefur i huga, med pessum adgerdum. Sannid a0 petta
geti hann alltaf gert 6ha0 pvi hvernig volundarhisid var upphaflega og hvar hann var staddur.



Daemi 7. A 45 x 45 raduneti hefur einingaferningurinn i midjunni verid fjarlaegdur. Fyrir hvada jakveedu
heiltélur n er unnt ad skera sveedid, sem eftir er, nidur i 1 x n og n x 1 rétthyrninga?

Dzemi 8. Latum a, b, n vera jakveedar heiltélur pannig ad a +b < n?. Anna og Baldur spila leik 4 n x n
bordi, sem er upphaflega 6litad. Leikurinn fer svona fram:
e Fyrst litar Anna a reiti graena.
e Naest litar Baldur b hinna (b.e. 6litudu) reitina blaa.

Anna vinnur ef hin finnur veg { gegnum reitina sem eru ekki blair fr4 nedra vinstra horninu til efra
haegra hornsins, annars vinnur Baldur. Vegur er runa af reitum pannig ad sérhverjir adleegir reitir {
rununni deili hlid. Akvardid hvor hefur 6rugga vinningsleid fyrir sérhver a, b og n.

Dzemi 9. Latum S vera endanlegt mengi. Fyrir jakveeda heiltolu n, segjum vid ad fall f: S — S sé n-ta
veldi ef bao er til fall g: S — S bannig ad

fx)=g(g(...g(x)...))

~~

g beitt n sinnum
fyrir 6ll z € S.

Gerum rad fyrir ad fall f: .S — S er n-ta veldi fyrir sérhverja jakvaeda heiltolu n. Er vist ad f(f(z)) =
f(x) fyrir 6ll x € S?

Dzemi 10. Froskur er staddur & einingareiti i 6endanlegu raduneti sem er sniid eftir héfudattunum. I
hverjum leik hoppar froskurinn annadhvort einn eda tvo reiti afram i pa att sem hann snyr, og snyr
sér svo samkveemt pessum reglum:

i) Ef froskurinn hoppar einn reit fram, pa snyr hann sér 90° til heegri;

ii) Ef froskurinn hoppar tvo reiti fram, pa snyr hann sér 90° til vinstri;
Kemst froskurinn 4 reitinn sem er ndkvaeemlega 2024 reiti fyrir nordan upphafsreit hans eftir endanlega
fjolda leikja ef hann snyr upphaflega i:

a) Nordur;

b) Austur?

Dzemi 11. Latum ABCD vera rasadan ferhyrning med ummidju O pannig ad AC' sé hornrétt & BD.
Punktar X og Y liggja & umhring prihyrningsins BOD bannig ad ZAXO og ZCY O séu rétt. Latum
M vera midpunkt AC. Sannid ad BD sé snertill vid umhring prihyrningsins M XY".

Daemi 12. Latum ABC vera hvasshyrndan prihyrning med umhring w auk pess sem AB < AC. Latum
M vera midpunkt pess boga BC' 4 w sem A liggur 4. Latum X # M vera hinn punktinn 4 w pannig
a0 AX = AM. Punktarnir E og F' eru valdir & hliounum AC' og AB { prihyrningnum ABC, { sému
r60, pannig ad FX = EC og FX = FB. Sannid ad AE = AF.

Daemi 13. Latum ABC vera hvasshyrndan prihyrning med haedamioju H. Latum D vera punkt utan
umhrings prihyrningsins ABC' pannig a0 ZABD = /DCA. Speglun AB um BD sker CD i X.
Speglun AC um CD sker BD i Y. Linurnar um X og Y sem eru hornréttar & AC' og AB, i sému rod,
skerast { P. Sannid ad punktarnir D, P og H liggja 4 sdmu linu.

Dzemi 14. Latum ABC vera hvasshyrndan prihyrning med umhring w. Heedirnar AD, BE og CF i
prihyrninginum ABC skerast i punkti H. Punktur K er valin & linunni FF bannig ad KH || BC.
Sannid ad speglun H um KD liggi 4 w.

Daemi 15. Gefid er mengi af N > 3 punktum 1 sléttunni pannig ad engir prir peirra liggja 4 sému linu.
Prir punktar A, B og C { menginu mynda baltneskan prihyrning ef enginn hinna punktanna i menginu
liggja & umhring prihyrnings ABC. Gerum rad fyrir ad pad sé til ad minnsta kosti einn baltneskur
prihyrningur.

Sannid ad bad sé til ad minnsta kosti N/3 baltneskir prihyrningar.



Daemi 16.  Akvardid allar samsettar jakveaedar heiltélur n, pannig ad fyrir sérhvern jakveedan deili d i n,
ba séu til heiltolur & > 0 og m > 2 pannig ad d = k™ + 1.

Daemi 17. Eru til éendanlega margar ferndir (a,b,c,d) af jakveedum heiltolum bannig ad talan
a® + b — ¢ — 44 g6 frumtala 0g2<d<c<b<a<d??

Dazemi 18. Oendanleg runa ai, as, ... af jakvaedum heiltélum er pannig ad a, > 2 0og a,4o gengur upp
i apy1 + an fyrir 6ll n > 1. Sannid ad pad sé til frumtala sem gengur upp i 6endanlega marga lidi
rununnar.

Daemi 19. Er til jakveed heiltala N sem hefur ad minnsta kosti 2024 6lika frumbpeetti og hefur deila
1=dy <dy <...<d= N pannig ad

dy d3 dy,
2B,
di  da d—1

sé heiltala.
Daemi 20. Jakvaedar heiltolur a, b og ¢ fullnegja jéfnuhneppinu
(ab—1)? = c(a® +b*) + ab+ 1,
a’?+ b = c? +ab.

a) Sannid ad ¢+ 1 sé ferningstala.

b) Finnid allar svona prenndir (a, b, c).



