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Laikas: 4 val. 30 min.
Laikas klausimams: pirmosios 30 minuciy.
Leidziamos tik rasymo ir braizybos priemonés.

1 uzduotis. Duotas nenulinis realusis skai¢ius «. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurioms galioja

ef(x+y) = (z+ay)f(z) +2f(y)
su visais z,y € R.

2 uzduotis. Tegul R yra teigiamy realiyjy skaiciy aibé. Raskite visas funkcijas f : Rt — R™, kurioms

f(a) f(b) fle)
1+a+ca+1+b+ab+1+c+bc_

su visais a, b, c € R, tenkinanéiais abc = 1.

galioja

3 uzduotis. Ant lentos yra uzraSyti teigiami realieji skaidiai ay,as,...,a224. Vienu éjimu yra pasi-
renkami du ant lentos esantys skaiciai x ir y, jie iStrinami, ir vietoj jy ant lentos uzrasomas skaicius

2 2
6
%. Po 2023 éjimy ant lentos lieka tik vienas skaicius c. [rodykite, kad
Ty

c<2024(a1+a2+...—|—a2024).

4 uzduotis. Raskite didziausia tokj realyjj skaiciy «, kad visiems neneigiamiems realiesiems skaic¢iams
x, y ir z galioty §i nelygybé:

(z +y+2)* +a (22 + %z + 2%y) > a(2¥y + y?2 + 2%2) .

5 uzduotis. Raskite visus tokius teigiamus realiuosius skai¢ius A, kad kiekviena teigiamy realiyjy skaiciy

seka a1, ao, ..., kuriai galioja
a1 +ag+ ...+ ay
pg1 = A~
n
visiems n > 2024%0%4, buty aprézta.
Pastaba: Teigiamy realiyjy skaiciy seka ay, as, ... yra aprézta jeigu egzistuoja toks realusis skaic¢ius M,

kad a; < M visiems 1 = 1,2, ...



6 uzduotis. Labirintu vadinsime sistema i§ 2024 urvy ir 2023 nesikertanc¢iy (abipusiy) koridoriy, is
kuriy kiekvienas sujungia lygiai du urvus, taip pat is kiekvieno urvo galima patekti j bet kurj kita
urva vaiksc¢iojant duotaisiais tuneliais. PradZzioje Erikas stovi kazkuriame koridoriuje, jungianc¢iame
du urvus. Vienu éjimu jis pereis per viena i8 urvy j kita koridoriy, kuris jungia ta urva su treciu urvu.
Kiekviena karta taip padarius, koridorius, kuriame jis ka tik buvo, magiskai pradings. Vietoj jo atsiras
naujas koridorius, jungiantis urva, esantj dabartinio koridoriaus pabaigoje ir urva, esantj praéjusio
koridoriaus pradzioje (taigi, jei Erikas buvo koridoriuje, jungian¢iame urvus a ir b ir praéjo urva b j
koridoriy, kuris jungia urvus b ir ¢, tada dings koridorius, jungiantis urvus a ir b, bet atsiras naujas
koridorius, jungiantis urvus a ir ¢).

Erikui labai patinka projektuoti labirintus ir jis sugalvojo labirinta, kurj nori sukurti. Jis galvoja, ar
galéty dabartinj labirintg, paversti j savo sugalvota, naudodamas Siuos éjimus. [rodykite, kad Erikas
gali tai visada padaryti, nepriklausomai nuo pradinio labirinto ir pradinés vietos jame.

7 uzduotis. IS 45 x 45 dydZio lentelés buvo pasalintas centrinis langelis. Kokiems naturaliesiems
skaiiams n jmanoma padalinti likusj lentelés plota j 1 x n ir n x 1 staciakampius?

8 uzduotis. Duoti naturalieji skai¢iai a, b, n, tenkinantys a + b < n?. Agné ir Benas 7aidzia 7zaidima
ant (pradzioje nenuspalvintos) n x n dydzio lentos, atlikdami §iuos éjimus:
e Pirmiausia, Agné nudazo a langeliy Zaliai.
e Tada, Benas nudaZzo b kity (nenuspalvinty) langeliy mélynai.

Agné laimi, jei ji gali rasti kelia i§ apatinio kairiojo j virSutinj desinjjj langelj (kelias yra tokia langeliy
seka, kad bet kurie du i3 eilés einantys langeliai turi bendra krastine), sudaryta i$ ne mélyny langeliy,
kitu atveju laimi Benas. Nustatykite, priklausomai nuo a, b ir n reikdmiy, kas turi laimincia strategija.

9 uzduotis. Duota baigtiné aibé S. Duota, kad funkcija f: S — S yra n-tasis laipsnis (kur n yra
naturalusis skai¢ius), jei egzistuoja funkcija g: S — S, tenkinanti

f@)=g(g(...g(x)...))

g pritaikyta n karty

kiekvienam x € S.
Tarkime, funkcija f: S — S yra n-tasis laipsnis kiekvienam naturaliajam skaiCiui n. Ar butinai

f(f(x)) = f(x) visiems x € S?

10 uZduotis. Begalinés lentelés, kurios asys sutampa su pasaulio kryptimis, vienetiniame langelyje
tupi varlé. Varlé juda, Sokdama per vieng ar du langelius kryptimi, j kurig yra pasisukusi, bei tada
pasisukdama pagal Sias taisykles:

1) Jei varlé Soko per viena langelj, ji pasisuka 90° i deSine;
2) Jei varlé Soko per du langelius, ji pasisuka 90° j kaire.

Ar varlé gali pasiekti langelj, esantj lygiai uz 2024 langeliy j Siaure nuo pradinio langelio, jei pradzioje
ji yra pasisukusi:

a) | Siaure;

b) i rytus?



11 uZduotis. Keturkampis ABCD yra jbréztinis, jo apibréztinio apskritimo centras yra O, o jstrizainés
AC ir BD statmenos. X ir Y yra tokie apie trikampj BOD apibrézto apskritimo taskai, kad ZAXO =
ZCY O = 90°. Taskas M yra krastinés AC vidurio taskas. [rodykite, kad BD yra apie trikampj M XY
apibrézto apskritimo liestiné.

12 uZduotis. Trikampis ABC yra smailusis, jo apibréztinis apskritimas yra w ir AB < AC. M yra
lanko BC, kuriame yra taskas A, vidurio taskas, o X # M yra kitas toks taskas ant w, kad AX = AM.
Ant trikampio ABC krastiniy AC ir AB atitinkamai yra taip pazyméti taskai F ir F', kad FX = EC
ir FX = F'B. Trodykite, kad AE = AF.

13 uZduotis. Trikampis ABC yra smailusis, jo aukstiniy sankirtos tagkas yra H. Tagkas D yra apie
ABC apibrézto apskritimo i8oréje ir LZABD = ZDCA. Tiesés AB atspindys tiesés BD atzvilgiu kerta
tiese C'D taske X. Tiesés AC atspindys tiesés C'D atzvilgiu kerta tiese BD taske Y. Tiesé, einanti
per X ir statmena AC, ir tiesé, einanti per Y ir statmena AB, kertasi taske P. Irodykite, kad taskai
D, P ir H yra vienoje tieséje.

14 uZduotis. Trikampis ABC yra smailusis, jo apibréztinis apskritimas yra w. ABC' aukstinés AD,
BE ir CF kertasi taske H. Tieséje EF pasirenkamas toks taskas K, kad K H || BC. Irodykite, kad
tasko H atspindys tiesés KD atzvilgiu priklauso w.

15 uZduotis. Duota tokia N > 3 plokstumos tasky aibé, kad jokie trys jos elementai néra vienoje
tieséje. Trys aibés elementai A, B, C sudaro baltiskq trikampj jeigu jokie kiti aibés elementai néra ant
apie ABC apibrézto apskritimo. Tarkime, kad egzistuoja bent vienas baltiskas trikampis.

N
Irodykite, kad egzistuoja bent 5 baltigki trikampiai.



16 uzduotis. Raskite visus tokius sudétinius naturaliuosius skaicius n, kad kiekvienam teigiamam
skaiciaus n dalikliui d, egzistuoja tokie sveikieji kK > 0 ir m > 2, kad d = k™ + 1.

17 uzduotis. Ar egzistuoja be galo daug tokiy naturaliyjy skai¢iy ketverty (a,b,c,d), kad skai¢ius
a® 4 ' — et — g yra pirminis ir 2 < d < ¢ < b < a < 20?47

18 uZduotis. Begaliné naturaliyjy skaiciy seka ai, aq, ... yra tokia, kad a,, > 2 ir, kad a,, 12 dalo an4+1+
an visiems n > 1. Irodykite, kad egzistuoja pirminis, kuris dalo be galo daug Sios sekos nariy.

19 uzduotis. Ar egzistuoja toks naturalusis skai¢ius N, kuris dalinasi i§ bent 2024 skirtingy pirminiy
skaic¢iy ir kurio teigiamieji dalikliai 1 =dy < da < ... < dj = N yra tokie, kad skai¢ius

do ds dp
L
dy  do d—1

yra sveikasis?
20 uzduotis. Naturalieji skai¢iai a, b ir ¢ tenkina lygciy sistema:
(ab—1)? = ¢ (a® +b?) + ab+1,
a’?+b =c%+ab.

a) Irodykite, kad ¢ + 1 yra sveikojo skai¢iaus kvadratas.

b) Raskite visus tokius skai¢iy (a, b, ¢) trejetus.



