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Czas pracy: 4 godziny i 30 minut.
Pytania mozna zadawa¢ w ciggu poczatkowych 30 minut.
Dopuszczalne jest posiadanie jedynie przyboréw do pisania i rysowania.

Zadanie 1. Dana jest liczba rzeczywista a # 0. Znalez¢ (w zaleznosci od o) wszystkie funkcje f : R — R
spelniajace rownosé
ef(x+y) = (z+ay)f(z) +2f(y)
dla wszystkich z,y € R.

Zadanie 2. Niech R oznacza zbior dodatnich liczb rzeczywistych. Znalezé wszystkie funkcje f : RT™ — RT
spetniajace
a b c
fo) , F® 1

l+a+ca 1+b+ab 1+c+bc:
dla wszystkich a, b, c € RT takich, ze abc = 1.

Zadanie 3. Na tablicy napisano dodatnie liczby rzeczywiste ai,as,...,az24. W pojedynczym ruchu
2% + 6xy + y?

zmazuje si¢ dwie liczby (z i y) napisane na tablicy i zamiast nich zapisuje liczbe m
rry

Po wykonaniu 2023 ruchéw na tablicy pozostanie jedna liczba ¢. Wykazaé, ze

c<2024(a1+a2+...+a2024).

Zadanie 4. Znalez¢ najwieksza stala rzeczywista o taka, ze ponizsza nier6wnosé zachodzi dla wszystkich
nieujemnych liczb rzeczywistych z,y, z:

(z+y+2)°+a (w23+y2x+z2y) Z« (x2y+y22+z2x).

Zadanie 5. Znalez¢ wszystkie stalte rzeczywiste A > 0 takie, ze dowolny ciag dodatnich liczb rzeczywi-

stych ay,aq, ... spetniajacy
ay+az+...+an

n

apg1 = A~

dla n > 20242924 jest ograniczony.

Uwaga: Ciag dodatnich liczb rzeczywistych jest ograniczony, jesli istnieje taka stata M, ze a; < M
dla:=1,2,....

Zadanie 6. Labiryntem nazwiemy system 2024 jaskinn potaczonych 2023 nieprzecinajacymi sie, dwu-

kierunkowymi korytarzami, przy czym kazdy korytarz taczy dokladnie dwie jaskinie oraz kazda para
jaskini jest potaczona pewnym ciggiem korytarzy. Na poczatku Voldemar stoi w korytarzu taczacym
pewne dwie jaskinie. Ruch polega na przejsciu przez jaskinie do innego korytarza, ktéry taczy ja z inng,
trzecia jaskinig. Jednakze, kiedy to zrobi, korytarz, w ktérym stal magicznie zniknie i zostanie zastg-
piony przez korytarz taczacy koniec jego nowego korytarza z poczatkiem starego (tzn. jesli Voldemar
byt w korytarzu taczacym jaskinie a z b i przeszedt przez b do korytarza taczacego b z ¢, to korytarz
z a do b znika, a pojawia sie korytarz taczacy a z c).
Voldemar lubi projektowaé labirynty i ma pewien konkretny ukltad korytarzy na mysli. Zastanawia
sie, czy z wyjSciowego labiryntu jest w stanie uzyskaé¢ jego wymarzony wykonujac opisane ruchy.
Udowodnié, ze jest to mozliwe, niezaleznie od wyjsciowego labiryntu i wyboru korytarza, w ktéorym
Zaczyna.



Zadanie 7. Dana jest plansza 45 x 45, z ktorej usunieto $rodkowe pole. Dla jakich dodatnich liczb
catkowitych n mozliwe jest rozciecie pozostatych pol na prostokaty 1 x nin x 17

Zadanie 8. Niech a, b, n beda takimi dodatnimi liczbami calkowitymi, ze a +b < n?. Iga i Robert graja
na (poczatkowo niepokolorowanej) planszy n x n w nastepujaca gre:
e Najpierw Iga koloruje a pdl na zielono.
e Nastepnie Robert koloruje b innych (niepokolorowanych) pol na biekitno.

Iga wygrywa, jesli w tym momencie moze znalez¢ Sciezke ztozong wylacznie z nieblekitnych pol, ktora
zaczyna sie w lewym dolnym polu, a konczy w prawym goéornym polu tej planszy (Sciezka to taki
ciag pol, ze kazde dwa kolejne pola maja wspolny bok). W przeciwnym wypadku wygrywa Robert.
Rozstrzygnaé, w zaleznosci od a, b, n, kto ma strategic wygrywajaca.

Zadanie 9. Niech S bedzie zbiorem skoriczonym. Dla dodatniej liczby catkowitej n méwimy, ze funkcja
f: 8 — S jest n-tq potegq, jesli istnieje taka funkcja g: S — 5, ze

f@)=g(g(...g(x)...))

g wystepuje n razy

dla wszystkich = € S.

Zatozmy, ze funkcja f: S — S jest n-ta potega dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych n. Roz-
strzygnaé, czy musi zachodzi¢ f(f(x)) = f(x) dla wszystkich x € S.

Zadanie 10. Zaba stoi na polu nieskoriczonej szachownicy, sktadajacej sie z kwadratow jednostkowych,
ktorych boki pokrywaja sie z gléownymi kierunkami geograficznymi. Zaba wykonuje skoki dtugosci
1 lub 2 w kierunku, w ktérym jest zwrocona, a nastepnie obraca sie zgodnie z nastepujacymi zasadami:

1) jesli wykonala skok dtugosci 1 to obraca sie o 90° w prawo,
2) jesli wykonala skok dtugosci 2 to obraca sie o 90° w lewo.

Rozstrzygnaé, czy zaba moze przemiesci¢ sie¢ o doktadnie 2024 pola na péinoc od poczatkowego poto-
zenia, jesli najpierw zwrocona byta w kierunku:

a) polnocnym?

b) wschodnim?

Zadanie 11. Dany jest czworokat cykliczny ABCD wpisany w okrag o srodku O oraz prostopadtych
przekatnych AC' i BD. Punkty X i Y lezg na okregu opisanym na trojkacie BOD tak, ze ZAXO =
ZCYO = 90°. Niech M bedzie srodkiem AC. Udowodnié¢, ze prosta BD jest styczna do okregu
opisanego na trojkacie M XY .

Zadanie 12. Okrag w jest opisany na trojkacie ostrokatnym ABC, w ktéorym AB < AC. Niech M
bedzie srodkiem tego tuku BC okregu w, ktory zawiera punkt A. Punkt X # M to drugi taki punkt
na w, ze AX = AM. Na bokach AC i AB wybrano takie punkty ¥ i F, ze EX = EC i FX = FB.
Udowodnié¢, ze AE = AF.

Zadanie 13. Dany jest trojkat ostrokatny ABC o ortocentrum H. Punkt D lezy na zewnatrz okregu
opisanego na trojkacie ABC' tak, ze ZABD = /DCA. Prosta symetryczna do AB wzgledem BD
przecina C'D w punkcie X, a prosta symetryczna do AC wzgledem C'D przecina BD w punkcie Y.
Proste przechodzace przez X i Y prostopadte, odpowiednio, do AC i AB przecinaja sie w punkcie P.
Udowodnié¢, ze punkty D, P i H sa wspolliniowe.

Zadanie 14. Okrag w jest opisany na tréjkacie ostrokatnym ABC. Wysokosci AD, BE i CF tego
trojkata przecinaja sie w punkcie H. Punkt K wybrano na prostej EF' tak, ze KH || BC. Udowodni¢,
ze odbicie H wzgledem prostej KD lezy na w.



Zadanie 15. Dany jest zbior N > 3 punktow lezacych na plaszczyznie tak, ze zadne trzy z nich nie sa
wspoltliniowe. Powiemy, ze trzy punkty A, B, C, nalezace do tego zbioru, tworza, battycki trdjkat, jesli
zaden inny punkt tego zbioru nie lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Zatézmy, ze istnieje
przynajmniej jeden baltycki trojkat.

N
Wykazaé, ze istnieje przynajmniej 5 battyckich trojkatow.

Zadanie 16. Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby ztozone n, ze kazdy ich dodatni dzielnik d
mozna przedstawi¢ w postaci k™ + 1 dla pewnych liczb catkowitych k > 0 oraz m > 2.

Zadanie 17. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskoriczenie wiele takich czworek dodatnich liczb catkowitych
(a,b,¢,d), ze a® + b — ¢ — d¥ jest liczbg pierwsza oraz 2 < d < ¢ < b < a < d?0%,

Zadanie 18. Dany jest taki ciag dodatnich liczb catkowitych ay,ag, ..., Ze a, = 2 oraz api2|anti + an
dla dowolnego n > 1. Udowodnié, ze istnieje liczba pierwsza, ktora dzieli nieskoriczenie wiele wyrazow
tego ciagu.

Zadanie 19. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita N podzielna przez co najmniej
2024 réznych liczb pierwszych, ze jesli 1 = dy < dy < ... < dp = N to jej wszystkie dodatnie dzielniki,

to d d d
2 3 k
—+ =+ ...+ —
dy ds dr_1

jest liczba catkowita,.
Zadanie 20. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spetniajace uktad réwnan
(ab—1)? = ¢ (a® +b*) +ab+1,
a’?+b> =c%+ab.

a) Wykazaé, ze ¢ + 1 jest kwadratem liczby caltkowite;j.
b) Wyznaczy¢ wszystkie trojki (a, b, ¢) speliajace dany uklad rownan.



