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16 november 2024, Tartu, Estland Version: Swedish

Tid: 4 timmar och 30 minuter.
Under de forsta 30 minuterna kan fragor stillas till juryn.
Endast skriv- och ritverktyg ar tillatna.

Problem 1. Lat « vara ett nollskilt reellt tal. Bestam alla funktioner f : R — R sadana att
zf(z+y) = (z+ay)f(z) +zf(y)
for alla z,y € R.

Problem 2. Lat RT beteckna mingden av alla positiva reella tal. Bestim alla funktioner f : Rt — R*

sadana att
TGN (C R G
l1+4a+4+ca 14+b+ab 1+c+bc
for alla a,b,c € RT som uppfyller abc = 1.

Problem 3. Pa en tavla star de positiva reella talen ai,as,...,as4 skrivna. Ett drag bestar av att
2 2
T 6x
valja tva tal x och y pa tavlan, sudda ut dem och istéllet skriva upp talet w Efter 2023

r+y
drag kommer endast ett tal ¢ att finnas kvar. Bevisa att

<2024 (a; +ag + ...+ az24) .

Problem 4. Bestiam det storsta reella talet o sadant att for alla icke-negativa reella tal x, y och z sa
galler foljande olikhet:

(z+y+2)° +a (@22 + v’z + 2%y) > a(2y + v’z + 2%x) .

Problem 5. Bestdm alla positiva reella tal \ sddana att varje f6ljd a1, as, ... av positiva reella tal som
uppfyller
artas+...+tay
api1 = A~
n
for alla n > 20242924 &r begrinsad.
Anmdrkning: En f6ljd a1, as, ... av positiva reella tal ar begrinsad om det finns ett reellt tal M sddant

att a; < M for allai=1,2,....

Problem 6. En labyrint &r ett system av 2024 grottor och 2023 korridorer, dér varje korridor férbinder
exakt tva grottor, och varje par av grottor ar férbundna via nagon féljd av korridorer. Erik stéar initialt
i en korridor som foérbinder tva grottor. I ett drag kan han gé igenom en av grottorna till en annan
korridor som forbinder den grottan med en tredje grotta. Dock kommer da den korridor han precis
befann sig i att magiskt forsvinna och ersédttas med en ny korridor som férbinder slutet pa hans nya
korridor med boérjan pa hans gamla korridor (dvs. om Erik befann sig i en korridor som forbinder
grottorna a och b, och han gick genom grotta b till en korridor som férbinder b och ¢, sa kommer
korridoren mellan a och b att férsvinna och en ny korridor mellan a och ¢ att skapas).

Eftersom Erik tycker om att designa labyrinter och har en specifik design i &tanke for sin nésta labyrint,
undrar han om han kan omvandla labyrinten till denna design med hjilp av en serie drag. Bevisa att
detta faktiskt ar mojligt, oavsett hans startposition samt den ursprungliga konfigurationen.



Problem 7. I ett 45 x 45-rutnét har rutan i mitten tagits bort. For vilka positiva heltal n ar det mojligt
att dela upp det aterstaende omradet i 1 X n- och n x 1-rektanglar?

Problem 8. Lat a, b och n vara positiva heltal saidana att a + b < n?. Andrew och Baron spelar ett
spel pa ett n x n-rutnét enligt foljande regler:
e Forst fargar Andrew a rutor grona.
e Darefter fargar Baron b andra (dvs. ofdrgade) rutor bla.

Andrew vinner om han kan hitta en vag av icke-bla rutor som borjar i det nedre vanstra hornet och
slutar i det 6vre hogra hornet (dar en vag ar en foljd av rutor sddana att varje par av pa varandra
foljande rutor har en gemensam sida), annars vinner Baron. Avgor for varje a, b och n vem som har
en vinnande strategi.

Problem 9. Lat S vara en dndlig mangd. For ett positivt heltal n sdger vi att en funktion f: .S — §
ar en n:te potens om det existerar en funktion g: S — S sddan att

f@)=g(g(...g(x)...))

n ganger

for varje x € S.

Antag att en funktion f: S — S &r en n:te potens for varje positivt heltal n. Ar det nédvindigtvis
sant att f(f(z)) = f(z) for varje z € S7

Problem 10. En groda befinner sig pé en ruta i ett odndligt rutnit vars rader och kolumner &r oriente-
rade enligt vaderstrecken. Fran boérjan tittar grodan mot nagot vaderstreck. I ett drag hoppar grodan
antingen en eller tva rutor i den riktning den tittar, och maste sedan vanda sig enligt féljande regler:

1) Om grodan hoppar en ruta sa vinder den sig sedan 90° at hoger;
2) Om grodan hoppar tva rutor sa vinder den sig sedan 90° at vénster.

Ar det mojligt for grodan att na rutan som #r exakt 2024 rutor norr om startpunkten efter ett dndligt
antal drag, om den initialt tittar mot:

a) Norr?

b) Oster?

Problem 11. Lat ABCD vara en cyklisk fyrhérning sddan att AC' ar vinkelrdt mot BD, och 1at O vara
dess omskrivna cirkels medelpunkt. Punkterna X och Y ligger pa den omskrivna cirklen till triangeln
BOD och ér saddana att LZAXO = ZCYO = 90°. Lat M vara mittpunkten pad AC. Visa att BD
tangerar den omskrivna cirkeln till triangeln M XY .

Problem 12. Lat ABC vara en spetsvinklig triangel med omskriven cirkel w saddan att AB < AC. Lat
M vara mittpunkten pé cirkelbagen BC' av w som innehaller punkten A, och lat X # M vara den
andra punkten pa w sddan att AX = AM. Punkterna F och F' viljs pa sidorna AC respektive AB i
triangeln ABC sa att EX = EC och FX = F'B. Visa att AE = AF.

Problem 13. Lat ABC vara en spetsvinklig triangel vars hojder skir varandra i punkten H. Lat D vara
en punkt utanfér den omskrivna cirkeln till triangeln ABC' sadan att ZABD = ZDCA. Speglingen
av AB i BD skir linjen CD i punkten X. Speglingen av AC i CD skir linjen BD i punkten Y.
Linjerna genom X och Y som &r vinkelrdta mot AC respektive AB skir varandra i punkten P. Visa
att punkterna D, P och H ligger pa en linje.

Problem 14. Lat ABC vara en spetsvinklig triangel med omskriven cirkel w. H6jderna AD, BFE och
CF i triangeln ABC skér varandra i punkten H. En punkt K véljs pa linjen EF sadan att KH || BC.
Visa att speglingen av H i linjen KD ligger pa w.



Problem 15. Givet ar en méngd av N > 3 punkter i planet, sddana att inga tre av dem ligger pa en
linje. Tre punkter A, B, C' i méngden ségs bilda en baltisk triangel om ingen annan punkt i méngden
ligger pa den omskrivna cirkeln till triangeln ABC'. Antag att det finns minst en baltisk triangel.

N
Visa att det finns minst 5 baltiska trianglar.

Problem 16. Bestdm alla sammansatta positiva heltal n sddana att, for varje positiv delare d till n, sa
existerar det heltal £ > 0 och m > 2 saddana att d = k™ + 1.

Problem 17. Finns det odndligt manga uppséttningar positiva heltal (a, b, ¢, d) sddana att talet
a® + ¥ — ¢ — a? ar ett primtal och2 <d<c¢<b<a< d20249

Problem 18. En oidndlig talfoljd ai,as,... av positiva heltal ar saddan att a, > 2 och anp42 delar
Gn41 + ay, for alla n > 1. Visa att det existerar ett primtal som delar oéndligt ménga tal i f6ljden.

Problem 19. Existerar det ett positivt heltal N som ar delbart med minst 2024 olika primtal, och vars
positiva delare 1 = dy < ds < ... < dg = N &ar sddana att talet

ar ett heltal?

Problem 20. De positiva heltalen a, b och ¢ uppfyller ekvationssystemet

(ab—1)? = c(a® +b*) + ab+ 1,
a?+v* = c%+ab.

a) Visa att ¢+ 1 dr ett kvadrattal.
b) Bestdm alla sddana tripplar (a, b, c).



