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Час виконання: 4 години 30 хвилин.
Запитання можна ставити протягом перших 30 хвилин.
Дозволенi лише iнструменти для письма та креслення.

Задача 1. Нехай α - ненульове дiйсне число. Знайдiть усi функцiї f : R → R такi, що:

xf(x+ y) = (x+ αy)f(x) + xf(y)

для всiх x, y ∈ R.

Задача 2. Нехай R+ - множина всiх додатних дiйсних чисел. Знайдiть усi функцiї f : R+ → R+

такi, що:
f(a)

1 + a+ ca
+

f(b)

1 + b+ ab
+

f(c)

1 + c+ bc
= 1

для всiх a, b, c ∈ R+ таких, що abc = 1.

Задача 3. Додатнi дiйснi числа a1, a2, . . . , a2024 записанi на дошцi. За один хiд вибирають два

числа x i y, що записанi на дошцi, їх стирають та записують число x2+6xy+y2

x+y . Пiсля 2023 ходiв
на дошцi залишиться одне число c. Доведiть, що:

c < 2024(a1 + a2 + . . .+ a2024).

Задача 4. Знайдiть найбiльше дiйсне число α таке, що для всiх невiд’ємних дiйсних чисел x, y i
z виконується нерiвнiсть:

(x+ y + z)3 + α(x2z + y2x+ z2y) ≥ α(x2y + y2z + z2x).

Задача 5. Знайдiть усi додатнi дiйснi числа λ такi, що кожна послiдовнiсть a1, a2, . . . додатних
дiйсних чисел така, що:

an+1 = λ · a1 + a2 + . . .+ an
n

для всiх n ≥ 20242024, є обмеженою.

Примiтка: Послiдовнiсть a1, a2, . . . додатних дiйсних чисел є обмеженою, якщо iснує дiйсне чи-
сло M таке, що ai < M для всiх i = 1, 2, . . .

Задача 6. Лабiринт - це система з 2024 печер та 2023 (двостороннiх) коридорiв, що не перетинаю-
ться, де кожний коридор з’єднує рiвно двi печери, а з кожної печери можна дiстатись до будь-якої
iншої через певну послiдовнiсть коридорiв. Спочатку Ерiк стоїть у коридорi, що з’єднує якiсь двi
печери. За один хiд вiн може пройти через одну з печер у iнший коридор, що з’єднує цю печеру з
третьою печерою. Однак, при цьому коридор, яким вiн щойно пройшов, магiчним чином зникне
i буде замiнений новим коридором, який з’єднує кiнець його нового коридору з початком його
старого коридору (тобто, якщо Ерiк був у коридорi, що з’єднував печери a i b, i пройшов через
печеру b у коридор, що з’єднує печери b i c, то коридор мiж печерами a i b зникне, а новий
коридор з’явиться мiж печерами a i c).

Оскiльки Ерiк любить придумувати лабiринти i має особливий задум для свого наступного лабi-
ринту, вiн цiкавиться, чи може вiн перетворити лабiринт у той, який вiн задумав, використовуючи
цi ходи. Доведiть, що це дiйсно можливо незалежно вiд початкового лабiринту i положення Ерiка
в ньому.
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Задача 7. З квадратної дошки 45× 45 прибрали центральну клiтинку. Для яких додатних цiлих
чисел n можливо розрiзати решту дошки на прямокутники 1× n i n× 1?

Задача 8. Нехай a, b, n - додатнi цiлi числа такi, що a+ b ≤ n2. Стефанiя та Степанко грають гру
на (спочатку незафарбованiй) дошцi n× n таким чином:

• Спочатку Стефанiя фарбує a клiтинок у зелений колiр.

• Потiм Степанко фарбує b iнших (незафабованих) клiтинок у синiй колiр.

Стефанiя виграє, якщо вона може знайти шлях з не синiх клiтинок, що починається з нижньої
лiвої клiтинки i закiнчується у верхнiй правiй клiтинцi (де шляхом є послiдовнiсть клiтинок,
такi, що двi сусiднi мають спiльну сторону), iнакше виграє Степанко. Визначте, в залежностi вiд
a, b та n, хто має виграшну стратегiю.

Задача 9. Нехай S - скiнченна множина. Для додатного цiлого n функцiя f : S → S є n-им
степенем, якщо iснує деяка функцiя g : S → S така, що

f(x) = g(g(. . . g(x) . . .))︸ ︷︷ ︸
g використано n разiв

для кожного x ∈ S. Припустимо, що функцiя f : S → S є n-им степенем для кожного додатного
цiлого n. Чи обов’язково f(f(x)) = f(x) виконується для кожного x ∈ S?

Задача 10. Жаба розташована на клiтинцi нескiнченної дошки, орiєнтованої за сторонами свiту.
За один хiд жаба стрибає на одну або на двi клiтинки у напрямку, в якому вона дивиться, а
потiм розвертається згiдно наступних правил:

(1) Якщо жаба стрибає на одну клiтинку, вона повертається на 90◦ праворуч;

(2) Якщо жаба стрибає на двi клiтинки, вона повертається на 90◦ лiворуч.

Чи можливо, щоб жаба досягла клiтинки, що знаходиться рiвно на 2024 клiтинки на пiвнiч вiд
початкової клiтинки, пiсля скiнченної кiлькостi ходiв, якщо спочатку вона дивиться:

(а) на пiвнiч;

(б) на схiд?

Задача 11. Нехай ABCD — вписаний чотирикутник iз центром описаного кола O такий, що AC
перпендикулярно до BD. Точки X i Y вибрано на описаному колi трикутника BOD так, що
∠AXO = ∠CY O = 90◦. Нехай M — середина вiдрiзка AC. Доведiть, що BD дотикається до
описаного кола трикутника MXY .

Задача 12. Нехай ABC — гострокутний трикутник iз описаним колом ω, причому AB < AC.
Нехай M — середина дуги BC кола ω, що мiстить точку A, i нехай X ̸= M — iнша точка на ω,
така, що AX = AM . Точки E та F вибранi на сторонах AC та AB трикутника ABC вiдповiдно
так, що EX = EC i FX = FB. Доведiть, що AE = AF .

Задача 13. Нехай ABC — гострокутний трикутник з ортоцентром H. Нехай D — точка поза
описаним колом трикутника ABC, така, що ∠ABD = ∠DCA. Вiдображення AB вiдносно BD
перетинає CD у точцi X. Вiдображення AC вiдносно CD перетинає BD у точцi Y . Прямi, пер-
пендикулярнi до AC i AB, що проведенi через точки X i Y вiдповiдно, перетинаються в точцi
P . Доведiть, що точки D, P i H колiнеарнi.

Задача 14. Нехай ABC — гострокутний трикутник iз описаним колом ω. Висоти AD, BE i CF
трикутника ABC перетинаються в точцi H. Точка K вибрана на прямiй EF так, що KH ∥ BC.
Доведiть, що вiдображення точки H вiдносно KD лежить на ω.
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Задача 15. Нехай задано множину з N ≥ 3 точок на площинi, жоднi три з яких не лежать на
однiй прямiй. Три точки A, B, C з цiєї множини називаються Балтiйським трикутником, якщо
жодна iнша точка з цiєї множини не лежить на описаному колi трикутника ABC. Припустимо,
що iснує хоча б один Балтiйський трикутник.

Доведiть, що iснує щонайменше
N

3
Балтiйських трикутникiв.

Задача 16. Знайдiть всi складенi додатнi цiлi числа n такi, що для кожного додатного дiльника
d числа n iснують цiлi числа k ≥ 0 та m ≥ 2 такi, що d = km + 1.

Задача 17. Чи iснує нескiнченно багато четвiрок (a, b, c, d) додатних цiлих чисел таких, що число
aa! + bb! − cc! − dd! є простим та 2 ≤ d ≤ c ≤ b ≤ a ≤ d2024?

Задача 18. Нескiнченна послiдовнiсть додатних цiлих чисел a1, a2, . . . така, що an ≥ 2 та an+2

дiлить an+1 + an для всiх n ≥ 1. Доведiть, що iснує просте число, яке є дiльником нескiнченної
кiлькостi членiв цiєї послiдовностi.

Задача 19. Чи iснує додатне цiле число N , яке дiлиться принаймнi на 2024 попарно рiзних простих
чисел i чиї додатнi дiльники 1 = d1 < d2 < . . . < dk = N такi, що число

d2
d1

+
d3
d2

+ . . .+
dk
dk−1

є цiлим?

Задача 20. Додатнi цiлi числа a, b та c задовольняють систему рiвнянь (ab− 1)2 = c
(
a2 + b2

)
+ ab+ 1,

a2 + b2 = c2 + ab.

(а) Доведiть, що c+ 1 є точним квадратом.

(б) Знайдiть усi такi трiйки (a, b, c).
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